Anlage zum AK-Bericht Nr. 2

Zusammenstellung der im Bericht verwendeten mathemati schen Formalismen

1. Korrelationskoeffizient (Bartsch s. 573)

Zusammenhang zwischen der Testreaktion x und anderen Zustandsparametern y

r — m(xy)-m(x)m(y)
o (m(x®)-m(x)?)(m(y2)-m(y)?) (1)

dabel ist m(x) = Mittelwert von X; , m(y) = Mittelwert von Y und
m(xy) = Mittelwert von x;y;, aso

MX)=1> % i MeA=2Y X2 my)=2>"y; i m(y)=4> y? und
mxy)=4 2% Y, )

2. Regression uber die y, -Werte, ausgehend vom Punkthaufen x;, y, mit der Anzahl n.

Eswird nur die lineare Regression mit Y = a, + &, X betrachtet. (©))
(siehe Brauch,Dreyer,Hacke s.665)

Minimierung Uber die y;-Werte mit der Quadratsumme
Q=>.(v -a-ax)=2Vv (4)
i=1
Bestimmung von & und & mit den 2 Gleichungen fir das Q-Minimum

aQ

e -2>(y, —a, — a,x )= 0 mit 0= -2n(m(y)-ao-aam(x)) (52)
0Q -
a =-2>"(y, —a, — a,x )X =0 mit 0= -2n(m(xy)-aom(x)-aam(x?)) (5b)

Aus (538) & = m(y)-aam(x) eingesetzt in (5b), dann wird

~ m(xy) —m(x)m(y)
a ) (6a)
_ m(y)m(x3) —m(x)m(xy) (6b)

m(x?) — ?(x)



Wird die Testreaktion x gesetzt mit Wertebereich O bis 1, dann kann die
Regressionsgerade (3) mit x=0 und y(0)=a9
x=1 und y(1)=aptay (7)

gut gezeichnet werden.

. Krimmung von Q im Minimum

Ausgehend von (4) wird
Q=Yl(y -a,)-axF=Xky, -a,F-2a(y —a ) +ax]
=>[y? —2a,y, + &% —2a,xy, + 2a,ax - a’x’ ] - (®

= n[m(y?) - 2a,m(y) + a’ - 2am(xy) + 2a,2m(x) + a’m(x?)]

Nach Bronstein S.205 ist mit (5a) und dem daraus folgenden

R = =— 9a
% 0°Q 2n (%)
oay
und mit (5b) und dem daraud folgenden
0 ? = 2nm(x?3)
oa,

der Krimmungsradius im Minimum in &-Richtung



(9b)

Beide Krimmungsradien sind von der y-Streuung unabhéngig, sind aber
um so kleiner , je grof3er die Messzahl nist. Sie zeigen, wie nah das Q
dem Nullwert liegt. Q=0 wirde ja grofdte Korrelation der x;- und der ;-
Werte bedeuten.

4. Die Grofie Q und der Zusammenhang mit der Korrelation ryy.
(siehe auch Bartsch S.573).
Man geht von der entwickelten Gleichung (8) aus und ersetzt dort

zunéchst g aus (5a) mit a, =m(y) —am(x) und bekommt

Q_ iy )- e (y)-a: e )- e ) (109

Nun wird mit dem Z&hler von (6a) der Zéhler von (1) kombiniert, so dass

_, [mly)-m(y)
v J mi ) (x) o)

wird, das man wiederum in (10a) einsetzt und damit

Q-2 mly?)- m(y)) (100)

F =
bekommt. Wahlt man noch den rechten Klammerausdruck zu z, dann hat

man das sogenannte Unabhangigkeitsmal M = % =1-r, (112)

eine noch scharfere Grolie als der Korrelationskoeffizient ryy.
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Ist die Korrelation ryy=1 (also 100%), dann wird M=Q=0.
Ist dagegen ry,=0, also kein Zusammenhang, dann ist M=Q/nz = 1.
M=Q/nz liegt immer zwischen O und 1 wie ry, auch, nur entgegengesetzt.
Fur Korrelation ry,=0 wird auch ;=0 (siehe GI.10b), d.h. die Regressions-
gerade liegt horizontal und das quadratische Mittel Q ist

Qun = N[m(y* ) m*(y)]
Es mittelt also die y;-Werte auf den Mittelwert von y; , aso m(y), die

horizontale Gerade. aist dabel (siehe 5a) ap =m(y).

5. Die Zuverlassigkeit der Werte a, und a;(siehe auch Brauch,Dreger,...S.665)
Die & und & aus der Regression sind Schatzwerte. Fir sie lassen sich
mittlere Fehler angeben, die von der gewilnschten Aussagesicherheit
abhangen, namlich dem t-Faktor der Studentverteilung.

Die mittleren Fehler sind

2%
Aa, =1S 12
" y\/anz—(Zx)z e
AalztS\/ " (12b)
VXX -Ex)
Dabei it St=— 2 _ Qu (120)

" “h-(m+1) n-2



wobei nach (4) ja Qmin=)_V{, n die Zahl der Messungen und m der Grad

des Ausgleichpolynoms ist. Wenn mit y=a;+a,x ein lineares Polynom
genommen wird, ist ja m=1.

Weiter werden die GIn.(12) mit > x =nm(x) und

> x2 =[x = m(x)+m(x)f
=> K)g —m(x)) + 2(x, — m(x) m(x) + m’ (x)]
=3 (x = m(x)f +nm’(x)= ("-1)S} + nm’(x)

weil die Streuung S? = ni—l > (% —m(x)y = ni—l [m(x? ) m?(x)]ist.

Damit wird dann endguiltig aus (12)

(n-1)S? + nm*(x) tS n m(x)
A = tS X = Y 1 - 7 1
% y\/n(n ~1)S? + n’m?(x)-n’m*(x) /n o1 S? (139
n tS
Aa, =tS = ! 1
% y\/ n(n-1S? + n’'m’(x)- n°m’(x) /n-1S, (130)

Die mittleren Fehler werden um so kleiner, je groRer die Zahl der
Messungen ist. Fir die Unsicherheit der Regressionsgeraden nach unten
oder oben ist das Aa, zustandig und damit in erster Linie die Schwankung
vony;, aso S,.

Werden die Messungen bel grof3em x; und einer kleinen Schwankung S,

durchgefhrt, dann wird

S, m(x)
Aa, ~ ———~*
% Jn-1 S




also unverstandlich grof3. Dies rihrt daher, dass grof3e Bereiche von x;
nicht mit Messungen abgedeckt sind, sie hier berlicksichtigt werden
sollten.

Im Fall von Messungen grof3er x;-Werte in einem kleinen Bereich, auf den
man sich beschréanken will oder mul3, ist es zweckméaidig, die x-Koordina-
tenachse um m(x) zu verschieben. Dann liegt némlich der Nullpunkt der
neuen x-Koordinatenachse im aten m(x) und das neue m(x)
verschwindet. Dann wird aus (13a)

tS,
Aa, = ﬁ (13c)

wie es auch sofort versténdlich ist.

T ist der Studentparameter und wird Tabellen (z.B. Brauch...) entnommen,
z.B. fir 95%-ige Sicherheit. Der Nenner in (12c) ist der Freiheitsgrad
f =n—-2 (Zahl der Uberschiel3enden Gleichungen bel der Bestimmung
von a, und a).

Es folgen dazu 3 Beispiele, die in den Bilder des anderen Anhangs
dargestellt sind.

A)  Diagramm Luftdruck/Testreaktion

a, = 766,28135 a, = 6,32315113

t = 2,306 bei f = 8 und 95%-ige Sicherheit, n=10

149,31109 _ 4.32

S, = \/1—5 (0,336-0,2116) =037 ,S, = \/ng _ \/
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B)

C)

_2306x432 ooy, 2306X432 oo

Jio T Jox037

Das Ergebnis ist in das zustdndige Diagramm gestrichelt

eingezeichnet. Die Verschiebung der Regressionsgeraden um Aa,

umfasst praktisch die Streupunkte. Die Versteilerung der Geraden

um Aa, liegt sehr einleuchtend in der Punkteschar.

Um das Verfahren mit einer 100%-igen Korrelation zu prufen, wird

die Testreaktion mit sich selber korreliert.

Dabei ist sy:J%:o

Und damit auch Aa, =Aa, =0

Zur Uberpriifung der Wetterdaten von den offiziellen Stationen und
den eigenen Messungen wurde auch hier eine Regression
vorgenommen. Es ergibt sich aus den Daten

-Luftdruck off./Luftdruck eig.-folgende Sicht:

a, =-37,9173168
a, =1,28722073

_[Q Qm /97883034_lM

Q.  [149,311
8 8

S = =432

tS
Hier ist angebracht, Aa, ~ Ty , also GI.(13c) zu benutzen.
n

Dann ergibt sich



_2,306x111

~-081
V10
2.306x1.11
= &P 0197
% Jox4,32

Die Unsicherheit fUr die Regressionsgeraden liegt sowohl fir lhre
Lage als auch ihre Richtung in einem sehr kleinen Intervall, d.h. die

Ubereinstimmung der beiden Luftdruckmessungen ist recht gut.

6. Regression Uber die Abstandsminimierung der Messpunkte

y=a +90°

Ne Ny

Man geht aus von der Hesse’schen Normalform einer Geraden
X cosy +ysiny - c=0
oder -XSina+ycosa.-c=0 (14)
Fur den Punktabstand d; von der Geraden gilt dann
d =-x sina. + y; cosa - C
Die Abstande d; sind zu minimisieren mit
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Q=>"(y,cosa — x sina. — ¢}’ = Minimum zu

D)

Z—Q:Z(yi coso — X, Sina, — )~ Y, sina — x cosat )=0
(04

m(y?)Sina coso. — M(Xy) cos?o. + m(xy)sinZo. + m(x?)sino coso. +
cm(y)sina + cm(x)cosa =0

— m(xy)cos2o, + %si n 2o (M(x? )- m(y? )+ c(m(y )sina. + m(x)cosa )= 0

(2)
oQ

—=m(y)coso. —m(xX)sina —c=0
oc

c=m(y)cosa — m(xX)Sina

Aus (1) und (2) ergibt sich

m(ey)eos2e - (')~ my* Jein2oc =

(m(y)eoso: — m(x)sinec m(y)sinee + mi(x)eoser )= (' (y)- v (i 2 +
m(x)m(y )cos 2o

Zusammengefasst wird daraus

o120, — 2 m(xy) — m(x)m(y)
() - m?(x) |- [m(y?) - m*(y)] (15)

c=m(y)cosa —m(X)sino

Die Gleichung der Regressionsgeraden ist nach (14)

y= co(':soc + Xtana (16)



Wird die Testreaktion wieder x gesetzt mit Wertebereich 0 bis 1, dann
kann die Regressionsgerade (16) mit
x =0und y(0) = c¢/cosa
x=1und y(1) =c/cosa + X tano.  gezeichnet werden.
7. Eine Bemerkung zur tan2a.-Formel

Ist volle Korrelation mit ry, = 1 gegeben, dann wird nach (4)
m(xy)— meOm(y)= /(¢ ) m? G)Imly?) - m? (y)]

b @ = m(x*)- m?(x)

a’—b’ b2 =m(y?)-m (y)

und damit(14a) tanZ2o =2
bzw. dann auch tana :g =a, (siehe Gl.(10a)), wie es auch nach der
anderen Art der Fall ist.

st aber keine Korrel ation r,,=0 gegeben, dann wird m(xy )— m(x)m(y)=0

0

B ' R ) O R )
20. ist demnach 0° oder 180°, also «=0° oder 90°.
Bei a=0° ist die Punktwolke horizontal gestreckt, bel a=90° dagegen
vertikal.
Ist dazu auch noch a=b, aso in x-Richtung und y-Richtung kein
Unterschied in der Punkteverteilung (runde Punktwolke). Dann wird

tan20. = 0/0=0 aso unbestimmt

und o kann jede Richtung gleichberechtigt annehmen.
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